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Equagdes Diferenciais Ordinarias

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Equagoes diferenciais ordindrias (EDO) sdo equagoes que envolvem derivadas de uma determinada
funcao f(z) com relacdo a uma tnica varidvel.

df d’f drf
Onde os A4;(x) s@o coeficientes que podem depender de x e F(z) é uma fungdo arbitraria de x
@ No caso acima, temos uma equacao diferencial linear por envolver apenas uma combinagao
linear das derivadas de f(x) (lembre que uma derivada de ordem 0 de uma funcéo é a prépria

fungdo). Caso nossa equacao envolvese fungdes ou mixturas de derivadas (Ex: f'(x) - f”(z),
f(x)f"(x), etc ...) terfamos uma equagao diferencial nao linear.
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Equagdes Diferenciais Ordinarias

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Equagoes diferenciais ordindrias (EDO) sdo equagoes que envolvem derivadas de uma determinada
funcao f(z) com relacdo a uma tnica varidvel.

df

dx

2
+ AQ(.@)% + ..+ A, (x)

anf

F(x) + Ao(z) f () + Ar(z) dam

=0

Onde os A4;(x) s@o coeficientes que podem depender de x e F(z) é uma fungdo arbitraria de x

@ No caso acima, temos uma equacao diferencial linear por envolver apenas uma combinagao
linear das derivadas de f(x) (lembre que uma derivada de ordem 0 de uma funcéo é a prépria
fungdo). Caso nossa equacao envolvese fungdes ou mixturas de derivadas (Ex: f'(x) - f”(z),
f(x)f"(x), etc ...) terfamos uma equagao diferencial nao linear.

e Também, da equagao acima, podemos distinguir uma equacao diferencial homogénea de uma

nao homogénea dependendo se a fungdo F(x) nula ou ndo. Para F(x) = 0, temos uma EDO
homogénea, e para F(z) # 0 temos uma EDO nao homogénea.
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Equagdes Diferenciais Ordinarias

Equacoes Diferenciais Ordinarias

Equagoes diferenciais ordindrias (EDO) sdo equagoes que envolvem derivadas de uma determinada
funcao f(z) com relacdo a uma tnica varidvel.

df 42 f

F(z) + Ao(x) f(x) + Al(x)% + Ag(x)@ + ..+ A, (x)

anf

dan "

Onde os A4;(x) s@o coeficientes que podem depender de x e F(z) é uma fungdo arbitraria de x

@ No caso acima, temos uma equacao diferencial linear por envolver apenas uma combinagao
linear das derivadas de f(x) (lembre que uma derivada de ordem 0 de uma funcéo é a prépria
fungdo). Caso nossa equacao envolvese fungdes ou mixturas de derivadas (Ex: f'(x) - f”(z),
f(x)f"(x), etc ...) terfamos uma equagao diferencial nao linear.

e Também, da equagao acima, podemos distinguir uma equacao diferencial homogénea de uma
nao homogénea dependendo se a fungdo F(x) nula ou ndo. Para F(x) = 0, temos uma EDO
homogénea, e para F(z) # 0 temos uma EDO nao homogénea.

e O grau ou ordem da nossa EDO pode ser identificada a partir da ordem méxima de uma
derivada encontrada na equagao (no exemplo acima temos uma EDO de ordem ‘n’).
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Método de Euler

Método de Euler

Expansao/Série de Taylor :

N~ Ldg(t) n
0= L0 e
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Método de Euler

Método de Euler

Expansao/Série de Taylor :

oo

LN~ L dtg(t) n
0= L0 e

1.d%g 5, 1ld3g
t(ft RSP t(_t of + 5
=to =to

dg
g(t) = g(to) + a
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Método de Euler

Método de Euler

Expansao/Série de Taylor :

=1 dg(t) n
g(t) = Z o am t(ft* to)
n=0 =to
(t) =gt )+@ (t—t )+1@ (t—t )Mlﬁ (t—to)® +
I N 72 72 N
0 0 0
(t)] ()
1 drg(t ; =1 drg(t
glto+6t) = g(t') = )  ——2—=|(t' —to)" = ) ———|(6t)"
=7 ng(] nt dt’ t'=to 7;)”! dt’ t'=to
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Método de Euler

Método de Euler

Expansao/Série de Taylor :

=1 dg(t) n
g(t) = Z o am t(ft* to)
n=0 =to
(t) =gt )+@ (t—t )+1@ (t—t )Mlﬁ (t—to)® +
I N 72 72 N
0 0 0
(t)] ()
1 drg(t ; =1 drg(t
glto+6t) = g(t') = )  ——2—=|(t' —to)" = ) ———|(6t)"
=7 ng(] nt dt’ t'=to 7;)”! dt’ t'=to

Fazendo t' =t com 0t =t/ — t:
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Método de Euler

Método de Euler

Expansao/Série de Taylor :

gy~ 3 L Lo \(t )

el odith |y

dg 1d%g 1d3g 3
t) ~ g(t —|(t—t ——|(t — ——(t -t
g9(t) 9(0)+dtt(:t0 0)+2dt2( )+6dt3( 0)” +

(t) e (t)

1 drg(t ; =1 drg(t
glto+6t) = g(t') = )  ——2—=|(t' —to)" = ) ———|(6t)"
=7 ngon! at' t'=to 7;)”! dt’ t'=to

Fazendo t' =t com 0t =t/ — t:

o~ 1d n_ dg 1d’g ., 1d s
9(t+3) = Zf, g | 00" = a(t) + G0t + 5 20t + G oot +
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Método de Euler

Método de Euler

z(t+h) = z(t) + hf(z,t) + h;f(:c, t) + +%3f'(x, t) + O(h*)

onde,

d d
flz,t) = d—f = d—f = f(x,t) |+ EDO de Primeira Ordem Nao Homogénea

Os pontos acima do f denotam derivadas com relacao a .
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Método de Euler

Método de Euler

z(t+h) = z(t) + hf(z,t) + h;f(:c, t) + +%3f'(x, t) + O(h*)

onde,

dx

d
flz,t) = d—f adbr f(z,t) |+ EDO de Primeira Ordem Nao Homogénea

Os pontos acima do f denotam derivadas com relacao a .
O método de Euler surge da expansao de Taylor até a primeira ordem em h:

| w(t+h) =a@)+hf@t) |
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Método de Euler

Método de Euler

z(t+h) = z(t) + hf(z,t) + h;f(:c, t) + +%3f'(x, t) + O(h*)

onde,

dx

d
flz,t) = d—f adbr f(z,t) |+ EDO de Primeira Ordem Nao Homogénea

Os pontos acima do f denotam derivadas com relacao a .
O método de Euler surge da expansao de Taylor até a primeira ordem em h:

| w(t+h) =a@)+hf@t) |

O erro desse método é de segunda ordem em h, ou seja, Err = ch? para um valor de c
desconhecido.
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Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

=t

— 1 1 9 ; 3
x(t+h)=x(t+h/2+h/2) =x(t; +h/2) = x(t1) + ihf[:c(tl),tﬂ + Zh flz(ty), t1] + O(h)

w(t) = a(t + h/2—h/2) = z(ty — h/2) = 2(t;) — %hf[:c(tl),tl} - ifﬂf[x(tl),tl] — O(h?)
——

Etl

Josiel Mendonga (UFRN) Fisica Computacional I 12 de Agosto de 2021 6/21



de Runge-Kutta d gunda Ordem

Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

=t

— 1 1 9 ; 3
x(t+h)=x(t+h/2+h/2) =x(t; +h/2) = x(t1) + ihf[:c(tl),tﬂ + Zh flz(ty), t1] + O(h)

w(t) = a(t + h/2—h/2) = z(ty — h/2) = 2(t;) — %hf[:c(tl),tl} - ifﬂf[x(tl),tl] — O(h?)
——

Etl

=Ko
z(t+ h) = z(t) + hf[z(t), t:1] +O(h?)

x(t) =zt +h/2) =x(t) + % hflz(t),t] +...

=K,
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Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

=t

— 1 1 9 ; 3
x(t+h)=x(t+h/2+h/2) =x(t; +h/2) = x(t1) + ihf[:c(tl),tﬂ + Zh flz(ty), t1] + O(h)

w(t) = a(t + h/2—h/2) = z(ty — h/2) = 2(t;) — %hf[:c(tl),tl} - ifﬂf[x(tl),tl] — O(h?)
——

Etl

=K>
z(t+ h) = z(t) + hfz(t,), t2] +O(h%) Ky = hfla(t), h]
1 RK2:{ Ky =hflx+ K1/2, t+ h/2]
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Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Para o método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4), temos um sistema de equagdes semelhante
ao Runge-Kutta de segunda ordem (RK2). Este método tem a vantagem de ser mais preciso do que
o RK2 com uma imprecisiao da ordem de h° (erro de quinta ordem). Nossas EDO’s agora podem
ser resolvidas de forma mais precisa a partir do conjunto de equagoes abaixo:

1
z(t+h) =x(t) + E(Kl +2K5 4+ 2K5 + Ky)

K\ = hf
Ky =hf
Ky =hf
Ky =hf

x,t)

r+ K1/2, t+ h/2)
r+ Ks/2, t+h/2)
r+ K3, t+h)

S~ o~ o~ o~
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Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

Uma equacgao diferencial linear homogénea de segunda ordem possui a seguinte forma:

A(t)% + B(t)

dy

L+ Oy + D(t) =0

O exemplo mais famoso de uma equacao desse tipo é o do oscilador harmonico:

Py _ e
a2~ Y
Cuja solucao é da forma: ' '
y(t) — Clezwt + C2e—zwt
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Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

Para resolvermos equagoes lineares de segunda ordem numericamente, precisamos reduzir nossas

equagoes um sistema de equacgoes diferenciais de primeira ordem e, em seguida, utilizar os métodos
aprendidos anteriormente em suas formas vetoriais.

d?y dy
A= + B)

p7il C(t)yt)+ D(t)=0

_dy av. d?y
“at  d ae
av 1

i —Z[BV(t) + Cy(t) + D]

V()
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Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

1
a:(t +h)= a:(t) + E(Kl +2K5 +2K35 + Ky)

K1 = hf(z,t)

Ky =hf(x+ Kq/2, t+h/2)
K3 =hf(x+ K2/2, t+ h/2)
Ky=hf(x+ Ks, t+h)
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Equagdes Diferenciais de Segunda Ordem

Equacoes Diferenciais de Segunda Ordem

1
a:(t +h)= a:(t) + E(Kl +2K5 +2K35 + Ky)

K1 = hf(z,t)

Ky =hf(x+ Kq/2, t+h/2)
K3 =hf(x+ K2/2, t+ h/2)
Ky=hf(x+ Ks, t+h)

F(t + h) == F(t) + (Kl + 2K2 + 2K3 + K4)

1
6

K :hf( 7t)

oy = hf(F+ K1/2, t+h/2)
K3 = hf(F+ K3/2, t+ h/2)
C) = hf(7+ Ks, t+h)
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Método Adaptativo

Método Adaptativo

Vamos estimar o erro do método RK4 de forma pratica.
Err=ch’® Err=ch’®
Método 1 [X;y(t+2h)] : [z(t) = x(t + h)] — [zt + h) = x(t + 2h)]
Método 2 [Xa(t + 2h)] = [z(t) — z(t + 2h)]

Err=c(2h)®
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Método Adaptativo

Método Adaptativo

Vamos estimar o erro do método RK4 de forma pratica.
Err=ch® Err=ch®
Método 1 [X;y(t+2h)] : [z(t) = x(t + h)] — [zt + h) = x(t + 2h)]
Método 2 [Xa(t + 2h)] = [z(t) — z(t + 2h)]

Err=c(2h)®

X1 = x(t + 2h) + 2ch®
Xo = x(t + 2h) + ¢(2h)°
Errix,) = 2ch? , Errix,) = c(2h)®
Xy — X1 = 32ch® — 2ch® = 30 (ch®)
N

Errcaic

[ X2 — X

ETTcalc = 30
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Método Adaptativo

Método Adaptativo

Para o método adaptativo, precisamos variar o tamanho do passo a cada iteragao de modo a
manter um erro aceitavel a cada passo.

s — ¢
h— ¢

€

h
)

= €cr = heyd
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Método Adapt

Método Adaptativo

Para o método adaptativo, precisamos variar o tamanho do passo a cada iteragao de modo a
manter um erro aceitavel a cada passo.

s — ¢
h— ¢
€
h:g:>€c7~:hcr5
er h herd Peatcd
: = C5CT = 0 = hgr = hgalc |:30( : ):|
€cale  Ch2,. | X2 — X4 | X2 — X4

(UFRN) putacional I



Método Adaptativo

Método Adaptativo

Para o método adaptativo, precisamos variar o tamanho do passo a cada iteragao de modo a
manter um erro aceitavel a cada passo.

s — ¢
h— ¢

h:féecr:hcﬁ

5
¢ chd 30herd 30(heared)
er cr  _ cr - hzclr _ hzc;a . |: calc
€cale  Ch2y,. X2 — X Xy — X,
1/4
b —h 30(heaicd) _ (heared)  « Erro Alvo
er = fleale | I5, X | P =1X, — X1|/30 + Erro Calculado
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Método Adapt

Método Adaptativo

Algoritmo:
1 time = {...}
2 h = {...}
3 delta = {...}
4 rho = 0
5 while(rho<1):

X1 = RKA(RK4(X, h), h) # x(t) -> x(t+h) -> x(t+2h)
X2 = RK4(X, 2h) # x(t) -> x(t+2h)

rho = 30*hx*xdelta/abs (X2-X1)

if(rho < 1): # Err_alvo < Err_calc

h = h*pow(rho, 1/4) # 0 préximo h serd menor do que o anterior!
else: # Err_alvo <= Err_calc

X = X1

time = time + 2xh

h = h*pow(rho, 1/4) # 0 préximo h serd maior do que o anterior!
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Método Adaptativo

Tempo: 50.881 Anos

0.06 1

0.04 4

0.02 q

+  RK4_Adapt (N=82)

0.00 —— RK4 (N=100000)

yixo

=0.02 4

—0.04 1

—0.06 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X/xp
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Método de Leapfrog

Método de Leapfrog

O método de Leapfrog é semelhante ao método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2);

Este método, apesar de possuir a mesma precisao do RK2, ele tem a vantagem de ser reversivel (por

exemplo, reversivel no tempo o que leva a uma conservacao de energia).
No método RK2 tinhamos que:

1) z(t+h/2) =z(t) + gf(x,t);

2) x(t+h) =)+ hflz(t +h/2),t + h/2];

3) x(t+3h/2)=x(t+h) + %f[a:(t + h),t+ h;
4.) x(t +2h) = x(t + h) + hf[z(t + 3h/2),t + 3h/2];
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Método de Leapfrog

Método de Leapfrog

O método de Leapfrog é semelhante ao método de Runge-Kutta de segunda ordem (RK2);
Este método, apesar de possuir a mesma precisao do RK2, ele tem a vantagem de ser reversivel
(por exemplo, reversivel no tempo o que leva a uma conservacao de energia).

No método de Leapfrog temos:
h
1) z(t+h/2) =z(t) + §f(x,t);

(
x(t+h)=x(t)+hflx(t+ h/2),t + h/2];

x(t +3h/2) = z(t + h/2) + hf[x(t + h),t + hl;
x(t +2h) = x(t + h) + hf[z(t + 3h/2),t + 3h/2];

)
2.)
3.)
1)

Apenas os passos com h semi-inteiro (a partir do passo 3) sao diferentes do RK2!
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Método de Lea

Método de Leapfrog

Vamos comparar a solugao do oscilador harmonico usando o método RK2 e o Leapfrog com 1000

pontos:

Oscilador Harménico

154

1.0+

0.5

0.0 4

—0.54

~1.04

—1.54

— Analytic
- RK2
N Leapfrog

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10
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Método de Verlet

Método de Verlet

O método de Verlet é uma forma simplificada do método de Leapfrog para casos onde o lado
direiro da equacao diferencial nao depende da variavel do lado esquerdo. Um exemplo disso, é a
equacao de movimento para uma massa de prova em um campo elétrico ou gravitacional:

P dv GM | d*F  dv 1 qig2 .

- = = r _ = — = —
dt? dt r2 dt2  dt 4meq mr?

Em casos como este podemos usar o método de Leapfrog apenas com os passos inteiros de h para a
evolucao de z(t) e passos semiinteiros de h para a evolugdo da derivada de z(t), ou seja, de dx/dt.
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Método de Verlet

Método de Verlet

Algoritmo
1 x[0] = {...} ; vx[0] = {...}
2 vx_semi_int = vx[0] + 0.5%hxf(x[0])
3 for i in range(1,N):
\ x[i] = x[i-1] + h#*vx_semi_int # Apenas passos inteiros em x(t)
5 vx_semi_int = vx_semi_int + h*f(x[i]) # Apenas passos semi-inteiros
em vx(t)

(UFRN) putacional I



Método de Verlet

N = 43800

1.00 = RK2

= = Verlet
0.75
0.50

0.251

0.00 1

y [AU]

—0.25 1

—0.50 4

—0.75 4

—1.00 4

-1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 025 050 075 100
x [AU]

Figura: Problema 3 da lista 11 (Orbita da Terra).
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Problemas

de Contorno

Problemas de Condicao de Contorno

Transforme seu problema de condigoes de contorno em problemas de condigoes iniciais com o

método de tentativa e erro (método do tiro), usando o método da bissecgao aprendido na unidade
anterior do curso.

6 = 57.324°
120 4 ./ i
’ .
/ \
100 q . -
/ \
804 2
/ \
E 60 ./ \_
40 4 -/ \,
7 \
204 / '\
ol 7 i
6 25 50 7‘5 160 léE 150 17‘5 260

x[m]

Figura: Problema 4 da lista 11 (Tiro de canhao).
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